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ПРИМЕР РАСЧЕТА РАМЫ МЕТОДОМ ПЕРЕМЕЩЕ-
НИЙ 

Çàäàíà ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìàÿ ðàìà (ðèñóíîê 1), ó êîòî-
ðîé l = 4 ì; h = 3 ì; α = 1,2; k = 0,7; P = 24 êÍ; q = 13 êÍ/ì. 
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ Ì, ïîïåðå÷-
íûõ Q è ïðîäîëüíûõ ñèë N; âûïîëíèòü íåîáõîäèìûå ïðîâåðêè. 

EJ EJ

q

l

P P

k
E
J

 h

l/4l/2l/4

k
E
J

 

 
Ðèñóíîê 1 

Îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ. Âû÷èñëèì ñòåïåíü 
êèíåìàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè ïî ôîðìóëå: n = nBóB + nBë B, ãäå 
nBóB – ÷èñëî íåèçâåñòíûõ óãëîâ ïîâîðîòà óçëîâ; nBë B – ÷èñëî íåèç-
âåñòíûõ íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ ïåðåìåùåíèé óçëîâ. 

Çàäàííàÿ ñèñòåìà èìååò îäèí æåñòêèé óçåë, ïîýòîìó nBó B= 1. 
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ nBë B ïðåîáðàçóåì ðàìó â øàðíèðíóþ ñõåìó (ðè-
ñóíîê 2) è îïðåäåëèì ÷èñëî åå ñòåïåíåé ñâîáîäû (Ø = 7 – ÷èñëî 
ïðîñòûõ øàðíèðîâ; Ê = 2 – ÷èñëî çàìêíóòûõ êîíòóðîâ): 

Øàðíèðíàÿ
ñõåìà

 
Ðèñóíîê 2 

WP

ø.ñ.
P = Ø – 3Ê = 7 – 3 · 2 = 1. 

Ñëåäîâàòåëüíî, nBë B = WP

ø.ñ.
P = 1. 

Øàðíèðíàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêè èçìåíÿåìóþ 
ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, 
òî÷êè êîòîðîé ìîãóò ñâîáîäíî äâè-
ãàòüñÿ ïî ãîðèçîíòàëè.  

Ñòåïåíü êèíåìàòè÷åñêîé íåîï-
ðåäåëèìîñòè n = 1 + 1 = 2. 

Âûáîð íåèçâåñòíûõ. Ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè çàäàííàÿ ñèñ-
òåìà äåôîðìèðóåòñÿ, åå æåñòêèé óçåë K ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë 
Z B1 B, à óçëû Â, K, Ñ ñìåùàþòñÿ ïî ãîðèçîíòàëè íà îäíó è òó æå 
âåëè÷èíó Z B2 B (ðèñóíîê 3). Ïåðåìåùåíèÿ Z B1 B, Z B2 B áóäóò íåèçâåñòíû-
ìè ìåòîäà ïåðåìåùåíèé. 

Ôîðìèðîâàíèå îñíîâíîé ñèñòåìû. Ââîäèì ïëàâàþùóþ çà-
äåëêó (ñâÿçü 1) â æåñòêèé óçåë ðàìû è ãîðèçîíòàëüíûé îïîðíûé 
ñòåðæåíü (ñâÿçü 2). Äëÿ êîìïåíñàöèè äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé 
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îñíîâíîé ñèñòåìå íåîáõîäèìî ïðèäàòü óãîë ïîâîðîòà Z B1 B è ëè-
íåéíîå ñìåùåíèå Z B2 B, èìåþùèåñÿ â çàäàííîé ñèñòåìå (ðèñóíîê 4). 
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Ðèñóíîê 3 
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Ðèñóíîê 4 

Çàïèñü ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ðàìà äâà ðàçà êè-
íåìàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìà, çíà÷èò, áóäåò äâà óðàâíåíèÿ: 

r B11 BZ B1 B + r B12 BZ B2 B + RB1p B = 0; 

r B21 BZ B1 B + r B22 BZ B2 B + RB2p B = 0, 

 

ãäå Z Bi B – íåèçâåñòíîå  ïåðåìåùåíèå  ïî  íàïðàâëåíèþ i-îé  ââå-
äåííîé ñâÿçè; r Bij B – ðåàêöèÿ â i-îé ñâÿçè îò åäèíè÷íîãî ïåðåìå-
ùåíèÿ j-îé ñâÿçè; RBip PB

 
P– ðåàêöèÿ i-îé ñâÿçè îò âíåøíåé íàãðóçêè. 

Îòìåòèì, ÷òî r B11 B, r B12 B, RB1p B ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîìåíòíûå ðå-
àêöèè ñâÿçè 1; r B21 B, r B22 B, RB2p B– ñèëîâûå ðåàêöèè ñâÿçè 2. Ïðè ýòîì  
r Bii B ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè åäèíè÷íûìè ðåàêöèÿìè; r Bij B (i ≠ j) – ïî-
áî÷íûìè; r Bij B = r BjiB. 

Ïîñòðîåíèå ýïþð èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ. Ðàññìàòðèâàåì äå-
ôîðìèðîâàíèå îñíîâíîé ñèñòåìû â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà ñâÿçè 1 
íà åäèíèöó (ðèñóíîê 5). Èñïîëüçóÿ òàáëèöû, ñòðîèì åäèíè÷íóþ  
ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ 1M . Ñðàçó æå îòìå÷àåì çíà÷åíèå  
îïîðíîé ðåàêöèè â íåñìåùàþùåéñÿ çàäåëêå. 
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Èññëåäóåì äåôîðìèðîâàíèå îñíîâíîé ñèñòåìû â ðåçóëüòàòå 
åäèíè÷íîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ñâÿçè 2 (ðèñóíîê 6). 
Ñòðîèì åäèíè÷íóþ ýïþðó 2M . Îòìå÷àåì çíà÷åíèÿ îïîðíûõ ðå-
àêöèé â íåñìåùàþùèõñÿ  çàäåëêàõ. 
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Ðèñóíîê 5 
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Ðèñóíîê 6 

Ïðèêëàäûâàåì ê îñíîâíîé ñèñòåìå òîëüêî âíåøíþþ íàãðóçêó 
(ðèñóíîê 7). Ïîëüçóÿñü òàáëèöàìè, äëÿ îòäåëüíûõ ñòàòè÷åñêè 
íåîïðåäåëèìûõ áàëîê ñòðîèì ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ. 
Èçîáðàçèâ èõ íà îáùåé áàçå, ïîëó÷àåì ýïþðó Ì Bð B. 
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Ðèñóíîê 7 

Âû÷èñëåíèå åäèíè÷íûõ è ãðóçîâûõ ðåàêöèé. Â ñîîòâåòñòâèè 
ñ òèïàìè ðåàêöèé îïðåäåëÿåì èõ äâóìÿ ñïîñîáàìè: ìîìåíòíûå 
ðåàêöèè âûðåçàíèåì óçëà, ñèëîâûå – îòñå÷åíèåì ðàìû îò îïîð.  
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Îïðåäåëåíèå ìîìåíòíûõ ðåàêöèé. Íàéäåì ðåàêöèè r B11 B, r B12 B, 
RB1p B 1-îé ââåäåííîé ñâÿçè îò ïåðåìåùåíèé Z B1 B = 1, Z B2 B = 1 è îò 
âíåøíåé íàãðóçêè. Äëÿ ýòîãî âûðåæåì æåñòêèé óçåë ñ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñâÿçüþ â ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ (ðèñóíîê 8) è ðàñ-
ñìîòðèì åãî ðàâíîâåñèå. Êàæäûé ðàç áóäåì ñîñòàâëÿòü óðàâíå-
íèå ∑Ì P

 óçëà
P = 0 è âûðàæàòü èç íåãî èñêîìóþ ðåàêöèþ. 
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Ðèñóíîê 8 
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Pì. 

Îïðåäåëåíèå ñèëîâûõ ðåàêöèé.  Íàéäåì  ðåàêöèè  r B21 B, r B22 B, RB2p B 
2-é ââåäåííîé ñâÿçè îò ïåðåìåùåíèé Z B1 B = 1, Z B2 B = 1 è îò âíåø-
íåé íàãðóçêè. Äëÿ ýòîãî îòñå÷åì ðàìó îò îïîð è ðàññìîòðèì åå 
ðàâíîâåñèå â ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ (ðèñóíîê 9). Áóäåì ñîñòàâ-
ëÿòü óðàâíåíèå ïðîåêöèé íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü ∑Z P

 
P= P

 
P0 è âû-

ðàæàòü èç íåãî èñêîìóþ ðåàêöèþ. 
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3ì
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P= –19,50 êÍP

 
P⋅P

 
Pì. 

Ïðîàíàëèçèðîâàâ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî 
ãëàâíûå åäèíè÷íûå ðåàêöèè ïîëîæèòåëüíû, à äëÿ ïîáî÷íûõ âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå âçàèìíîñòè r B12 B = r B21 B. 
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Ðèñóíîê 9 
Ðåøåíèå ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîäñòàâèì íàé-

äåííûå çíà÷åíèÿ åäèíè÷íûõ è ãðóçîâûõ ðåàêöèé â ñèñòåìó êà-
íîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé:  

2,30833 EJ⋅Z B1 – 0,46667 EJ⋅ Z B2 –22,65 = 0;  

–0,46667 EJ⋅Z B1 + 0,38889 EJ⋅ Z B2 –19,50 = 0.  

Ðåøèâ ñèñòåìó, íàéäåì íåèçâåñòíûå ïåðåìåùåíèÿ 

Z B1 B = 26,34 EJ
1  (êÍ · ì P

2
P);  Z B2 B = 81,75 EJ

1 (êÍ · ì P

3
P). 

Çàìåòèì, ÷òî Z B1 B ÿâëÿåòñÿ óãëîì ïîâîðîòà, Z B2 B – ãîðèçîíòàëü-
íûì ïåðåìåùåíèåì.  
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Ïîñòðîåíèå îêîí÷àòåëüíîé 
ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.  

Óìíîæàåì îðäèíàòû åäèíè÷-
íûõ ýïþð íà íàéäåííûå çíà÷å-
íèÿP

 
Pïåðåìåùåíèé Z B1 B,P

 
PZ B2 B; âû÷èñ-

ëÿåì îðäèíàòû ãðóçîâîé ýïþðû 
â îñíîâíîé ñèñòåìå (ðèñóíîê 10). 

Îðäèíàòû îêîí÷àòåëüíîé 
ýïþðû Ì íàõîäèì ïî ôîðìóëå: 

pMZMZMM ++= 2211 . 

Ýïþðà èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ 
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 11. 
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Ðèñóíîê 10 
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Ðèñóíîê 11 

Ïðîâåðêà ýïþðû Ì.  Ñ ò à ò è ÷ å ñ ê à ÿ  ï ð î â å ð ê à .  

19,76

3,82

15,94

 
Ðèñóíîê 12 

à) Ïðîâåðêà ðàâíîâåñèÿ óçëîâ. Âûðåçàåì 
æåñòêèé óçåë ðàìû (ðèñóíîê 12) è ðàññìàò-
ðèâàåì åãî ðàâíîâåñèå, ñîñòàâëÿÿ óðàâíåíèå 
Ì P

óçëà
P = 0: 

 19,76 – 15,94 – 3,82 = 0. 
Ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ. 

á) Ïðîâåðêà îðäèíàò. Äëÿ ó÷àñòêîâ, çàãðóæåííûõ â ïðîëåòå 
âíåøíåé íàãðóçêîé, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà 
ñóìì õàðàêòåðíûõ îðäèíàò è èõ äîïîëíåíèé ñîîòâåòñòâóþùèì 
áàëî÷íûì îðäèíàòàì.  
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Âûïîëíÿåì ïðîâåðêó îðäèíàò. Äëÿ ó÷àñòêîâ ñ äâóìÿ ñîñðåäî-
òî÷åííûìè ñèëàìè è ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêîé âûáèðàåì ñîîò-
âåòñòâóþùèå áàëêè (ðèñóíîê 13, à, á), èìåþùèå òîò æå ïðîëåò è 
ñõåìó íàãðóæåíèÿ.  

[êÍ ì] 

Ì á

à) á)

m1
2m

qP P

l/4l/2l/4

28,80

1,27 3,82

35,61

24,8216,85

15,94

28,80

PP

11,95
3,98

[êÍ ì] 

Ì

[êÍ ì] 

Ì á

m3 15,90

[êÍ ì] 

Ì

h

qh
2

qh
2

14,63(qh /8)2

 
Ðèñóíîê 13 

Îïðåäåëèâ îïîðíûå ðåàêöèè, ñòðîèì áàëî÷íûå ýïþðû ìîìåí-
òîâ Ì P

á
P. (Ðàñ÷åòû ïî ïîñòðîåíèþ Ì P

á
P íå ïðèâîäèì èç-çà èõ ïðî-

ñòîòû). Íèæå èçîáðàæàåì ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ äëÿ 
ðàññìàòðèâàåìûõ ó÷àñòêîâ, âçÿòûå èç îêîí÷àòåëüíîé ýïþðû Ì 
(ñì. ðèñóíîê 11). 

Ñîåäèíÿåì êðàéíèå îðäèíàòû ýïþð Ì ïðÿìûìè ëèíèÿìè è 
íàõîäèì èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ äîïîëíèòåëüíûå îðäèíàòû 
(íà ðèñóíêå 13 îíè ïîêàçàíû ïóíêòèðîì): 

m B1 B = 94,154
3 = 11,95 êÍP

 
P· P

 
Pì;  m B2 B = 94,154

1 = 3,98 êÍP

 
P· P

 
Pì; 

m B3 B = )82,361,35(2
1 − = 15,90 êÍP

 
P· P

 
Pì. 

Âû÷èñëÿåì ñóììû îðäèíàò ýïþð Ì è ñîîòâåòñòâóþùèõ äî-
ïîëíåíèé, ñðàâíèâàåì èõ ñ îðäèíàòàìè Ì P

á
P. Äëÿ ïåðâîé ýïþðû 

m B1 B + 16,85 = 11,95 + 16,85 = 28,80 êÍP

 
P· P

 
Pì; 

m B2 B + 24,82 = 3,98 + 24,82 = 28,80 êÍP

 
P· P

 
Pì. 

Äëÿ âòîðîé ýïþðû 

m B3 B – 1,27 = 15,90 – 1,27 = 14,63 êÍP

 
P· P

 
Pì. 

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè õàðàê-
òåðíûìè îðäèíàòàìè áàëî÷íîé ýïþðû ìîìåíòîâ, ïðîâåðêà âû-
ïîëíÿåòñÿ. 
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Ä å ô î ð ì à ö è î í í à ÿ  ï ð î â å ð ê à .  ×òîáû îêîí÷àòåëüíî 
óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ïîñòðîåíèÿ ýïþðû Ì, âûïîëíÿåì äå-
ôîðìàöèîííóþ ïðîâåðêó. Îíà ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è ïðè 
ðàñ÷åòå ðàì ìåòîäîì ñèë: âû÷èñëÿåòñÿ óñëîâíîå ñóììàðíîå ïå-
ðåìåùåíèå ∆ Bsp PB

*
P ïåðåìíîæåíèåì îêîí÷àòåëüíîé ýïþðû Ì è ñóì-

ìàðíîé åäèíè÷íîé ýïþðû ìåòîäà ñèë. Çíà÷åíèå ∆ Bsp PB

*
P äîëæíî ðàâ-

íÿòüñÿ íóëþ: 

∆ Bsp PB

*
P =∑∫

l
S dz

EJ
MM

0

*

 = 0, 

ãäå *
SM  – ñóììàðíàÿ åäèíè÷íàÿ ýïþðà èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, 

ïîñòðîåííàÿ äëÿ îñíîâíîé ñèñòåìû ìåòîäà ñèë.  
Âû÷èñëÿåì ñòåïåíü ñòàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè çàäàííîé 

ñèñòåìû (ñì. ðèñóíîê 1) ïî ôîðìóëå s = 3Ê – Ø = 3 · 2 – 3 = 3. 
Ôîðìèðóåì îñíîâíóþ ñèñòåìó ìåòîäà ñèë, ðàññåêàÿ ðàìó â 
øàðíèðå è îòáðàñûâàÿ îïîðíûé ñòåðæåíü. Äëÿ êîìïåíñàöèè îò-
áðîøåííûõ ñâÿçåé ââîäèì òðè íåèçâåñòíûõ óñèëèÿ Õ B1 B, Õ B2 B, Õ B3 B. 

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñóììàðíîå âîçäåéñòâèå íà îñíîâíóþ 
ñèñòåìó åäèíè÷íûõ ñèë Õ B1 B = 1, Õ B2 B = 1, Õ B3 B = 1, Õ B4 B = 1 (ðèñóíîê 
14, à) è ñòðîèì ýïþðó *

SM  (ðèñóíîê 14, á).  
à) 

EJ EJl,

k
 E

J

h
,

l,

k
 E

J

h
,

X = 1

1

2

3X = 1 X = 1

Îñíîâíàÿ
ñèñòåìà

ìåòîäà ñèë
 

á) 

Ì
[ ]ì

s

3,8

0,8

4,8

3,0

4,0

*

1,2
3,6

2,3

 
Ðèñóíîê 14 

Âû÷èñëÿåì  ∆ Bsp PB

*
P: 

∆ Bsp PB

*
P = 308,192

6
⋅⋅

kEJ
h  + )476,192(

6
⋅⋅−

EJ
l  +  

+ )3,227,148,082,38,361,35(
6

⋅⋅−⋅+⋅−
kEJ
h  + 
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+ )8,485,166,394,156,385,1628,494,152(
64

⋅+⋅−⋅⋅+⋅⋅−
⋅
α

EJ
l  + 

+ )6,382,242,185,162,182,2426,385,162(
62

⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅
⋅
α
EJ
l  + 

+ 2,182,242
64

⋅⋅
⋅
α

EJ
l  = )847,209869,209(1 −

EJ
 = 

EJ
022,0

. 

Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ∆ Bsp PB

*
P áëèçêà ê íóëþ, ò. å. äåôîðìàöèîí-

íàÿ ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îêîí÷àòåëüíàÿ ýïþðà 
èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ ïîñòðîåíà âåðíî. 

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî äåôîðìàöèîííîé ìîæíî âûïîëíèòü óíè-
âåðñàëüíóþ ïðîâåðêó: 

∑∫
l

S dz
EJ
MM

0

 = –(RB1p B + RB2p B), 

ãäå SM  – ñóììàðíàÿ åäèíè÷íàÿ ýïþðà èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ â 
îñíîâíîé ñèñòåìå ìåòîäà ïåðåìåùåíèé: 21 MMMS += . 

Q

[ ]êÍ6,36

6,36

27,32

20,68

32,64

3,32

4,94
2,

51
ì 

 
Ðèñóíîê 15 

 
Ïîñòðîåíèå ýïþðû 

ïîïåðå÷íûõ ñèë Q.  
Ýïþðà ïîïåðå÷íûõ 
ñèë (ðèñóíîê 15) ïî-
ñòðîåíà ïî ãîòîâîé 
ýïþðå ìîìåíòîâ. Õîä 
ðàñ÷åòà íè÷åì íå îò-
ëè÷àåòñÿ îò ðàññìîò-
ðåííîãî ðàíåå ïî ìå-
òîäó ñèë. 

 
Ïîñòðîåíèå ýïþðû 

ïðîäîëüíûõ ñèë N.  
Ýïþðó N ñòðîèì ïî 
ãîòîâîé ýïþðå Q, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ðàâíîâåñèå 
óçëîâ ðàìû (ðèñóíîê 
16). Ïî ïîëó÷åííûì 
äàííûì ñòðîèì ýïþðó 
N (ðèñóíîê 17). 

6,36

4,94

N

NÀ-Â

Â-K

D-KN

N

Óçåë Â Óçåë K

Â-K

K-CN =0

27,32

6,36
4,94

à) á)

 
Ðèñóíîê 16 
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N

[ ]êÍ

6,36

32,264,94  
Ðèñóíîê 17 

Ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ðàâíîâåñèÿ ðàìû. Îòñå÷åì ðàìó îò 
îïîð, â ìåñòàõ ïîëó÷åííûõ ñå÷åíèé ïðèëîæèì âíóòðåííèå ñèëû 
è ìîìåíòû, âçÿòûå èç ýïþð Ì, Q, N (ðèñóíîê 18). 

q

l

P P

h

l/4l/2l/4
h

6,36

4,94

20,68

32,26

35,6132,6419,08

B

 
Ðèñóíîê 18 

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàìû: 

0=∑Z ;  –6,36 – 32,64 + qh = –39 + 13 · 3 = 0; 

0=∑ Y ;  –4,94 + 32,26 + 20,68 – 2P = 48 – 2 · 24 = 0; 

0=∑ ÂM ;  19,08 + 35,61 + 20,68(l + αl) + qh P

2
P/2 + 32,26l – 

– 6,36h – 32,64h– P(l + αl/4) – P(l + 3αl/4) =  

= 54,69 + 20,68(4 + 4,8) + 13 · 3P

2
P/2 + 32,26 · 4 –  

– 6,36 · 3 – 32,64 · 3 – 24(4 + 1,2) – 24(4 + 3,6) =  

= 424,214 – 424,2 = 0,014 êÍP

 
P· P

 
Pì. 

Òî÷íîñòü ïîäñ÷åòîâ ïðèåìëåìàÿ. Ðàìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâå-
ñèè, çíà÷èò, ðàñ÷åò âûïîëíåí âåðíî. 


